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Le probléme se compose de 4 parties.

Le sujet comporte 9 pages, y compris celle-Ci.

La derniére page sera a rendre avec la copie. N'oubliez pas de coller un code-barres dessus.

Les calculatrices sont autorisées.

Dans le cas ou un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur typographique, il le signale tres
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I'épreuve en conséquence. Si cela le conduit
a formuler une ou plusieurs hypothéses, il le mentionne explicitement.




Il existe de nombreux modeéles mathématiques pexmetiétudier la croissance d'une population.
Le terme population est utilisé ici au sens le péuge : il peut s'agir d'une population d'humains,
d'animaux, de plantes, de personnes infectées pavis, etc.Dans ce probleme, on étudie

guelques-uns de ces modeles.

Les parties 1, 2, 3 et 4 du probleme sont, dangréedarge mesur@dépendantes entre elles

Partie 1 : Le modéle de Malthus

Une premiére approche consiste a considérer queadssources de la population étudiée sont
illimitées. On fait alors I'nypothése que lI'accre@sment de la population d’'une année a l'autre est
proportionnel a I'effectif de cette population.

1) Modele discret
Pour tout entier naturel, on appelleP, ['effectif de la population a 'annéde I'étude @, est un
réel positif). D’aprés I'hypothése sur I'accroisssrhde la population, il existe une constante eéell
k > -1, dépendant des taux de mortalité et de natall&2dae, pour tout entier natunet
P.—P, =kPR.
a) Justifier que la suitP,) ainsi définie est géoméig
b) Indiquer le sens de variation de la SLQEQ) en fonction de la valeur de

c) Préciser la limite de la sui®,)  en fonction dedieur dek.

d) Interpréter les résultats des questions b) et ¢¢mnes d’évolution de population.

2) Modele continu
On appelle désormaiB(t) I'effectif de la population a l'instarttde I'étude { réel appartenant a
l'intervalle [0;+oo[). On suppose que la fonctidh ainsi définie est dérivable et positive sur
l'intervalle [0 ; +oo].
D’aprés I'hypothése sur I'accroissement de la pafiorh, il existe une constante réeketelle
que, pour tout réelde l'intervalle [0 ; +oo[, P'(t) = kP(t).

a) Pour tout réet > 0, exprimerP(t) en fonction dek et Py la population & I'instarit=0

b) Quel est le sens de variation et la limite ende la fonctiorP ? On distinguera plusieurs

cas suivant les valeurs He



c) On se place maintenant dans le cag 0. On appelle temps de doublement le temps
bout duquel la population a doublé par rapport@ojaulation initiale.
ExprimerA en fonction de.
Si la population double en 50 ans, en combien nigsdriplera-t-elle ? Justifier.

d) On suppose toujours qlee> 0. SoitT un réel strictement positif. La population moyesne
l'intervalle de tempd0;T] est la valeur moyenne de la fonctiBrsur I'intervalld0 ; T].

On rappelle que la valeur moyenneal’une fonction continué sur un intervallda ; b] est
. 1 (o
donnée pa,uzm L f(t)dt .

Calculer la valeur moyenne de la foncti®sur I'intervalle[0 ; T].

En déduire la population moyenne sur l'intervqlle 4] en fonction dé, .

3) Comparaison des deux modéles
On suppose que la population initiale est de 188%idus et qué = 0,1.

Comparer les résultats obtenus apres 10 ans pdis 200 ans pour chacun des deux modeles.

Le fait que la population augmente de maniere egpbelle n'est pas tres réaliste. Le taux
d’accroissement de la population va diminuer a eads différents facteurs comme la diminution
de l'espace disponible ou des ressources. |l fautcdintroduire un facteur d’autorégulation M
tenant compte de la capacité d’accueil du milieu.

Dans ce qui suit, on étudie donc les modeles daW&ret de Gompertz qui permettent de décrire
'accroissement de la population comme « proporigns a l'effectif mais freiné par des

ressources limitées.

Partie 2 : Modéle de Verhulst discret
Pour tout entier naturel, on appelleP, [I'effectif de la population a 'annééexprimé en milliers
d’individus).

D’aprés I'hypothése sur lI'accroissement de la pajpah, il existe une constante>-1 et une

. iy : P
constanteéM strictement positive telle qupour tout entier naturel, P,,, - P, = kPn(l—M”J.

1) Sila suite(Pn) est convergente, quelles sont lesuvslgossibles de la limite ?

. k
2) On poser =1+k et pour tout entier natunell, :WP”'

Montrer que la suitéun) veérifie la relation de récoge :

pour tout entier naturel, u,_,, =ru (1-u,).
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3)

4)

5)

Dans cette question 3), on suppose ged,8 et u, =0,8.
. . .y 1 _
a) Démontrer que la suit@t,),», €st majorée paE et croissante.

b) Démontrer que la suit@:,),>; €st convergente et déterminer sa limite.

c) Que peut-on dire de I'évolution a long terme dpdpulationP, ? Justifier.

Dans cette question 4), on suppose gee32 u, 0,8

a) Sur le graphique fourni en annexe on a représdates un repere orthonormé, la fonction
définie sur I'intervallg0 ; +oo[ parf (x) =32x(1-x) et la droite d’équatiop = x. Sur ce
graphique, construire, sur I'axe des abscisses4 Ipeemiers termes de la sui(an) . On
laissera les traits de construction apparents.

b) Que peut-on conjecturer quant a I'évolution deuliaae(un) ?

c) A l'aide de la calculatrice, calculer les valeursoadies a10° prés des 6 premiers termes

de la suite. Ces résultats confirment-ils la canjecémise préecédemment ?

Dans cette question 5), on suppose geeb U, est un réel strictement positif.

On suppose gu'il existe un entjetel queu, >1.

a) Demontrer qual ,, <O puis que, pour tat p+1 u,,<0.

b) Démontrer que la suit@n)nw1 est décroissante. On pourra, pour cela, étudsgles de la
fonction h(x) =5x(1-x) — x pourx appartenant a l'intervalle-co ; 0[.
En déduire que, s'il existe, I'entiprest unique.

c) Démontrer que la suife,, ) n’'est pas minorée.

n=p

d) En déduire la limite de la suie, ).
e) Siu, =0,8, que peut-on dire de la SL(U,?;) ? Justifier.
f) Démontrer que su, =0,5 alors il existe un enfiedont on donnera la valeur, tel que
u, > 1.
Méme question avag =0,1
En programmant le calcul des termes de la suite a I'aide de la catmyldtmontrer que si

U, =0,79999¢ alors il existe un entigy, dont on donnera la valeur, tel que>1.

Que peut-on dire de la validité du modéle dans ces différents cas ?



Partie 3 : Modéle de Verhulst continu
On appelleP(t) l'effectif de la population a l'instantle I'étude { réel de lintervalle[0 ; +oo]).
On suppose que la fonctiéhainsi définie est dérivable et strictement positur[0 ; +oo[ et qu'il

existe des constantk®tM strictement positives telles que, pour tout téf I'intervalle[0 ; +oo| :
P(t
P'(t)= kP(t)(l—#J.

On note(E) I'équation différentielle y' = ky (1 - %)

1) On considére la fonctio® définie sur l'intervallg0 ; +oo[ par Q :% .

a) Démontrer qué® est une solution de I'équatiqE)  si et seuleme@ et une solution
de I'équation différentiell{E’) y'= —hy+e

b) RésoudréE') . Justifier que les fonctions obtenuesstantement positives quelle que
soit la valeur de la population initief.

c) En déduire les solutions de I'équati¢B)

2) On suppose désormais que, pour touttrpekitif, P(t) :m ou C est une constante

reelle.

a) ExprimerC en fonction de la population initiae et de la stamteM. De quoi dépend
le signe deC ?

b) Etudier le sens de variation de la fonct®sur I'intervalle[0 ; +oo[ selon le signe dE€.

c) Déterminer la limite de la fonctiofen +co .

d) Décrire I'évolution de cette population. On distiega plusieurs cas suivant les valeurs
de P, etM.

3) Soit T un réel strictement positif. La population moyersug 'intervalle de tempg ; T]
est la valeur moyenne de la fonctiBnsur l'intervalle[0; T]. On rappelle que la valeur

moyenne y d’'une fonction continuef sur un intervalle [a;b] est donnée par

1 b
=——| f(t)dt.
st IR
a) Calculer, en fonction deM, C, k et T, la population moyenne, notég;, sur
l'intervalle[0; T].

b) Déterminer la limite d@, quandT tend vers+o .



4) On se place dans un repée7,)). Si f est une fonction dérivable sur un intervak C,
sa courbe représentative, on appelle point d’indlexie la courbeC, un point ou la
tangente a la courb@, traverse la courb€,

a) Démontrer que le point O est un point d’inflexioa & courbe représentative de la
fonction cube.
b) Calculer la dérivée second®' de la fonctiorP. Montrer que I'équatiorP"(t) =0
In(C)
-
c) Démontrer que, quelles que soient les valeurs alestantes strictement positiviels C

admet une unique solution, notge , si et seulemént®. Démontrer que, =

etk, le point Ay(t,;P(t,)) appartient a la droite d’équat&on%

d) Déterminer I'équation réduite de la tangente alarloe représentative de la fonctien
au pointA, . On notg la fonction affine correspondante

e) Etudier la position relative de la courbe représenta fonctionP et de sa tangente au
pointA,. On pourra, pour cela, étudier les variatipuss le signe de la fonctigndéfinie
sur[0; +oof pare(t) = P(t) — g(t).
En déduire que le poidf, est un point d’'inflexionl@&ourbe représentant la fonction

P.

5) Dans cette question, on preRg= 0,5, k = 1,5 etM = 6. Sur le graphique ci-dessous, on a

. 6 e
représenté les fonctiorts— 0,5¢* ett ﬁrle_mdeflnles suff0 ; +oo[.
a) On considére la fonctiod définie sufo0 ; +oo[ pard(t) = 0,5€* RS Résoudre

inéquationd(t) <0,1.
Que peut-on dire de ces deux courbes au voisinaberigine O ?

b) A l'aide du graphique ci-dessous, décrire, dansale du modele de Verhulst continu,
I'évolution de la population quand son effectif eat voisinage de la moitié de la

capacité d’'accuel.



Partie 4 : Modéle de Gompertz

On appelleP(t) I'effectif de la population a l'instant de I'étude, et on suppose gReest une
fonction dérivable et strictement positive sur térvalle [0 ; +oo[. On suppose qu'il existe des
constante& etM avecM strictement positive telles que, pour tout &g I'intervalle[0 ; +oo[, on

ait :

P'(£) = kP(£) In (%)

1) On considéere la fonction définie gr; +oo[ parQ = In (P).
a) Démontrer qu’une fonctioR est une solution de I'équation différentiele= kyln[MJ
y

si et seulement € est solution de I'équation différentieljeé = —ky + kln(M).
b) Résoudre I'équation différentiel) = —ky + kln(M).
c) En déduire gu'il existe une constante ré€lielle que, pour tout réeéde [0 ; +oo],
P(t) = MeCe™,
2) Déterminer la limite de la fonctidA en +o en fonction du signe des constarfestk.
3) ExprimerC en fonction de la population initiy et de la stamteM. De quoi dépend le
signe deC ?



4) Un laboratoire étudie I'évolution d’une populatianimale qui semble en voie d’extinction.
La population initiale est de 1000 individus. Le&gfif de la population, exprimé en milliers

d’individus, est modélisé par une fonctiBrvérifiant le modele Gompertz avéc= ~20 et

M =2C.

a) Comment évolue cette population au cours du tendpsstfier I'expression « population
en voie d’extinction ».

b) Au bout de combien d’années, selon ce modeleijlla tke la population sera inférieure
a 10 individus ? Justifier.
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